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Analisis Bayesiano
del Modelo Poisson

Resumen

En este arficulo se hace un andlisis
bayesiano del modelo Poisson. Se aplica
este modelo a accidentes aéreos fatales
de los pafses miembros de la Organi-
zacién de Aviacién Civil Internacional.
Se utilizan algunas de las técnicas de
integracién Monte Carlo para aproximar
algunos valores de interés, tal como el va-
lor esperado, la varianza, etc. Se hace un
andlisis de los métodos de muestreo por
importancia y muestreo de aceptacién-
rechazo. También se analiza el método
de Metropolis-Hastings el cual, es uno de
los métodos de simulacién Monte Carlo
via cadenas de Markov, para aproximar
la distribuciones a posteriori. Este método
es de los de mayor resonancia en la ac-
tividad estadistica, asi como en diversas
dreas del conocimiento.
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Abstract

The present study offers a Bayesian
analysis of the Poisson model. This model
is applied to fatal air accidents in member
countries of the International Civil Aviation
Organization. Some of the Monte Carlo
integration techniques are used fo ap-
proximate some values of interest, such as
expected value, variance, etc. An analysis
is done of sampling methods in terms
of their importance, and of acceptance/
rejection sampling. The Metropolis-Hast-
ings method, which is one of the Monte
Carlo simulation methods, is also analyzed
through Markov chains, in order to ap-
proximate a posteriori distributions. This
method is of the greatest resonance in
statistical activity, as well as in a range of
fields of knowledge.

Résumé

Dans cet article, on propose une
analyse bayeusain du modeéle Poisson.
On applique ce modéle a des accidents
aériens fatals des pays membres de
I'Organisation d’Aviation Civile Interna-
tionale. On utilise quelques techniques
d’intégration Monte Carlo pour approcher
des valeurs d’intéréts comme la valeur
aftendue, la variante, etc. On analyse les
méthodes d’une part d’échantillonnage
par ordre d’importance et d’autre part
de démonstration d’acceptation-refus.
On analyse également la méthode de
Metropolis-Hastings, I'une des méthodes
de simulation Monte Carlo effectuée au
travers des chaines de Markov, afin d’ap-
procher la distribution a posteriori. Cette
méthode est reconnue au sein de |'activité
statistique tout comme dans divers domai-
nes de connaissance.
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1. Introducciéon

El objetivo de este articulo es el de analizar algunos métodos de
integracion Monte Carlo y algunos métodos de simulacién Monte Carlo
via cadenas de Markov, aplicados al modelo Poisson, desde el enfoque
bayesiano.

Los métodos de integracién y simulacién Monte Carlo surgen porque,
cuando se realiza el calculo de la distribucién a posteriori muchas veces
éste resulta muy costoso, ya que regularmente esta distribucion no tiene
una forma cerrada. El costo se centra en el calculo de ciertas integrales
que no pueden resolverse analiticamente y por lo tanto se necesita con-
tar con métodos eficientes que permitan resolver integrales en varias
dimensiones. Entonces, gracias al avance computacional se pueden
utilizar diversos algoritmos estadisticos para aproximar las integrales
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que surgen del andlisis bayesiano y asi poder hacer
inferencias del parametro atiin cuando no se conozca
exactamente la distribucion.

2. Accidentes aéreos fatales
En la tabla 1, aparece el nimero de accidentes

fatales y muertes en accidentes aéreos regulares du-
rante un ano a lo largo de un periodo de 10 anos.

Supéngase que el nimero de accidentes fatales
cada ano es independiente al de otros anos, con una
distribucién Poisson con parametro 6.

Sea X, numero de accidentes fatales que se produ-
cen cada ano. Entonces

Xi~f(x;16)

Afio Accidentes fatales | Pasajeros muertos
1988 25 699
1989 27 817
1990 22 440
1991 25 510
1992 29 1097
1993 34 936
1994 28 941
1995 26 710
1996 23 1135
1997 27 930

TABLA 1. ACCIDENTES AEREOS FATALES DE LOS PAISES MIEMBROS
DE LA OACI.

Utilizando una distribucién a priori no informativa
por la regla de Jeffreys, la matriz de informacién es-
perada de Fisher es

9’ Log f(x16)
10)=- £ | LR |

de donde se tiene que la no informativa es

Se tiene que
e’'n”

x|

ie

(x;16) = ’

luego tomando logaritmo se obtiene que

Log (f(x;16))=-6 + x;log 6 - log x;|

y calculando la parcial con respecto de 6 se obtiene

Temas de Ciencia y Tecnologia | mayo - agosto 2008

az<Log f(xi 6)) _x

o(Log f(x 1 0) v
_—=-1+= 2 2
00 0 00 0
Asi la matriz de informacién de Fisher sera

l(e)=-E[- =
0

Entonces

2@ <o =¢"

y por lo tanto

7 (0) xp”

La cual claramente se ve que no es propia, sin
embargo haciendo el célculo de la distribucién a
posteriori se ve que

. o 3 Xi-%
n(f|X)xe™ o7
la cual es el kernel de una distribuciéon Gamma, por
lo que

n(01X)=Ga (2 %+, n).
En la figura 1, se muestra la grafica de la distribu-

cién a posteriori, en la tabla 2 se muestran los momen-
tos e intervalo creible de la distribucién a posteriori.
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FIG.1 DISTRIBUCION A POSTERIORI USANDO LA DISTRIBUCION A
PRIORI NO INFORMATIVA DE JEFFREYS.

Distribucioén a priori no informativa

Esperanza 26.650
Varianza 2.665
(23.5461; 29.94324)

Intervalo creible

TABLA 2. MOMENTOS E INTERVALO CREIBLE DE LA DISTRIBUCION A
POSTERIORI.
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2.1 Predictiva a posteriori.
Para hallar la distribucién predictiva a posteriori se
procede como sigue

m(x’ %) =ff O 10)7(61%)d0

(x+2) L
- n I (x"+nx++)
m(x*1X) =

(X +nx+14)

xXr(nx+ 51 +n)

por lo tanto se tiene que la distribucién predictiva a
posteriori es una distribuciéon Poisson- Gamma

m(x*| X) = Pg (X'I(nx+4%),n, 1)

En la figura 2, se muestra la distribucién predictiva
a posteriori.
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FIG. 2 DISTRIBUCION PREDICTIVA A POSTERIORI USANDO DISTRIBU-
CION A PRIORI NO INFORMATIVA DE JEFFREYS.

Ahora, tomando en cuenta la distribucién predic-
tiva a posteriori se puede predecir el nimero de ac-
cidentes de 1998 tomando el valor esperado de ésta.
En la tabla 3, se muestran los momentos e intervalo
creible de la distribucion predictiva a posteriori.

E,m(xl)?)(x)= n<&>=1 nx+;

[3 n
Em(xl)?)(x)z 266'5_0 = 26.65=27
10
. nx+34)(n+1
e GBI (T )
6 n
Varm(XI})(x)=M= 29315

de donde se tiene que:
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Distribucién a priori no informativa
Esperanza 26.650
Varianza 29.315
Intervalo
creible (17,38)

TABLA 3. MOMENTOS E INTERVALO CREIBLE DE LA DISTRIBUCION
PREDICTIVA A POSTERIORI.

A continuacién se obtiene la aproximacién de
Laplace para la distribucién a posteriori w(6lx), y
basandose en esta aproximacion se construira un in-
tervalo creible al 95% y se comparara con el obtenido
anteriormente.

2.2 Aproximacion de Laplace
En este caso se tiene lo siguiente

w(0]x) < A(x0)x(6) >

L(8)= log (n(0]x)) .

Por lo tanto

L(®)=(nx++)logn+(nx -)logo - no - log T (nx++4),

IL®) _(nx-2) ‘n=pe §="% -:
d0 (] n
o IL©)
90’
y resulta que _
nx -z
C= n2 )

Por lo tanto, la aproximacién de Laplace es

norm nx -z nx-s
naﬂrox(e)=N ( n ’ nz :

Un intervalo creible para 6, con esta aproximacion
es

Utilizando la aproximacién t-Student se obtiene
como intervalo creible

1
Y - L ¥ _ L 2
nx - itl_g<nx-z >
2
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En la figura 3, se muestra la grafica de la distri-
bucién a posteriori junto con la aproximacién de
Laplace.

——  Distribucién eposteriori
== Aproximacion de Laplace

FIG. 3. DISTRIBUCION A POSTERIORI Y APROXIMACION DE LAPLACE
A LA DISTRIBUCION A POSTERIORI.

Distribucion
a posteriori
(23.5461,29.9432) (23.3563,29.7437)

Normal T-Student

(21.3652,31.7348)

TABLA 4. COMPARACION DE INTERVALOS CREIBLES CON LA
APROXIMACION DE LAPLACE.

Ahora se analizard que tan buena es la aproxi-
macion de Laplace a la media y a la varianza a pos-
teriori.

Para calcular los momentos de la distribuciéon a
posteriori, se necesita evaluar expresiones del tipo

g(0) exp [-nh(6)] do6
Elg(®)]=

f exp [-nh(6)] do
Donde
exp [-nh(0)] = 1(6;x) n(6)

la aproximacién de Laplace vendra dada por

Elg®)]=g®)[1+0(:) 1.
Una aproximacion mas precisa viene dada por
o’ exp [-nh' (6]
Elg(®)]=————[1+0 () |

oexp [-nh (0)]
con

-nh'(6) = -nh (6) + log [g(0)]

y 6" la moda de h(6).
Para el célculo de la media a posteriori, se sabe
que
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n(81x) = Ga (2. %+, n)
por lo tanto

E(6|X) _ nx +z X

Al calcular la aproximacion de Laplace a la media
a posteriori

-nh (0) =log (6;x) +logn(6),

-nh (0)=-no+ (%) logh - +logh,

derivando con respecto a 6 e igualando a cero, se
obtiene lo siguiente

Por lo que la aproximacion de momentos de pri-
mer orden es

nx -

n

wle

de donde el error relativo con respecto a la media a
posteriori exacta es

n
nx -

1-

Nl

Para calcular la aproximacién de segundo orden
(con error O((1/(n»)))) se tiene que
-nh (0) = -n6 + (=, %) logod - +logo + logd
calculando la parcial con respecto a 6 se obtiene
que
-nh’ (6 3, Xi+s
bt ®) _ | =T
a0

igualando a cero se obtiene que

. nX+s . X + 1)’
6: n2 y Oz(n_z)

o=

Por lo que la aproximacién de segundo resulta

sto=(E24)( 52 e
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de donde el error relativo con respecto a la media a
posteriori exacta es

s x
—_ 1 i=1
nx+- 1
— e
nx -z

Para el calculo de la varianza de la distribucién a

posteriori se tiene que

nx+s

V(e Ix)]=

Para obtener la aproximacion de Laplace a la
varianza a posteriori, después de hacer unos céalculos
se tiene que

E(61x)] ~

E[(62|x)] z<n)?+-; ><ny+;>nx -

n nx -+

por lo que la aproximacién de segundo orden para la
varianza viene dada por

Var[(01x)] = E[0° 1 x] - E*[(01%)]

2 (zx"il> Z X )
X+2 X+3 +1 i+
Va,[(9|x)]z<nx+5><n +;> o Sx+d [Ex Z)e"
n nx -z n \Zx-
2 ix, | n¥

de donde el error relativo de segundo orden a la va-
rianza a posteriori exacta es

2 =42 = 1.\2nX

- nx -+ E -, nx+sx E

() ) ) e[| ) €
nx+- nx -- n _71

2.3 Muestreo importante

Ahora se calculara el valor esperado a posteriori
mediante el muestreo importante y se comparara el
resultado con el verdadero valor esperado.

Para aplicar el muestreo importante basta con-
seguir una distribucién pivote de la que sea facil

simular

7 (0)=c[l (0;x)]x (0)

y utilizando

6,- zn*(ﬁ)
se puede aproximar
Z;wl 0:w(6))
EMO|X)x —— »
5, w(o)
donde
1(6;x)(6)
w(0) = ——— -
m'(6)

Nota: Se debe tomar una distribucién pivote que
verifique que

sop [n(01x)] C sop(x’) .

Muestreo importante
(Utilizando como pivote la aproximacion
de Laplace)

Distribuciéon
a posteriori

26.650 24.1439

TABLA 6. ESTIMACION DEL VALOR ESPERADO MEDIANTE EL MUES-
TREO IMPORTANTE.

2.4 Método de aceptacién-rechazo

En primer lugar se debe simular de =(6lx), para
ello se verificara si existe una constante ¢*>0 y una
densidad =*(6), llamada funcién envoltura, tal que

[(0;)n(6) = C'7(6)

de esta forma es posible encontrar una muestra
aleatoria de m(0lx) a partir de simulaciones de ="(0),
aplicando el algoritmo del método de aceptaciéon-

rechazo
Distribucion | picibuciona | Ap Aproximacion | Apr Distribucion Aceptacién-rechazo
a - a posteriori media media varianza 3 3
 posteriori artanzs) (o] (03] [0Cn)] a posteriori
Esperanza 26.650 26.6450
26.650 2.665 26.55 26.6501 2.6650 Varianza 2.665 2.5697

TABLA 5. COMPARACION DE MEDIAS Y VARIANZAS CON LA APROXI-
MACION DE LAPLACE.

Andlisis Bayesiano del modelo de Poisson

TABLA 7. COMPARACION DE MEDIAS Y VARIANZAS CON EL METO-
DO DE ACEPTACION-RECHAZO.
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En la figura 4, se muestra la grafica de aproxima-
cion de la distribucion a posteriori por el método de
aceptacién-rechazo.
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FIG. 4. GRAFICA DE LA DISTRIBUCION A POSTERIORI Y LA APROXI-
MACION POR EL METODO DE ACEPTACION-RECHAZO.

2.5 Método de Metropolis-Hastings

El algoritmo de Metropolis-Hastings es un méto-
do Monte Carlo via cadenas de Markov que ha sido
ampliamente usado en la fisica matematica y restau-
raciéon de iméagenes por muchos afnos, pero reciente-
mente descubierto por los estadisticos. El método en
su forma mas simple lo publica Metropolis (1953).

Dada la distribucién a posteriori de un parametro
0 es n(6lx), se escoge una funcién auxiliar g(6,16), tal
que g(°16) es una funcién de densidad de probabili-
dad para toda 0, ademas es simétrica, es decir:

q(6%10) = q(616™)

La funcién g es llamada distribucién de densidad
propuesta o candidato-generadora. Entonces, el al-
goritmo de Metropolis genera una cadena de Markov,
(6,,8,,-..,0,,...), donde la probabilidad de transicién de
0, a 06,,, depende solo de e y no de 0,,...,0,,, y cuya
distribucion de transicion es

P(®,,16) = a(6,,,6,)49(6,,16)

La cadena se aproxima a una distribucién esta-

cionaria y las muestras del vector (0 ) son

k+N'"’ek+n
muestras de la densidad objetivo wt(6lx).

Noétese que la densidad a posteriori conjunta x es
necesaria sélo en una constante de proporcionalidad,

dado que en aplicaciones bayesianas
7(6lx) o A(x10)7(6)

lo cual es una forma que esta tipicamente disponi-
ble.
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Hastings (1970) generaliza el algoritmo de Metro-
polis usando una funcién arbitraria de probabilidad
de transicion (candidato-generadora) y aceptando la
probabilidad de un punto candidato como

(0 1x)g(e: 16" 1)

a(0,6) = min ( -
(6, 1x)q(0 16)

este es el algoritmo de Metropolis-Hastings. Si la
distribucién propuesta es simétrica, se recupera el
algoritmo de Metropolis original.

Utilizando el método de simulacion de metrépolis
Hastings se calcula el E(6lx) y V(6lx). Posteriormente
se graficard la aproximaciéon mediante este método a
la distribucién a posteriori wt(6lx).

o
— roximacion via Metropolis-Hastings
I e%ldbuclén a posterior|

N

-
%a
=

1
2

FIG. 5. GRAFICA DE LA DISTRIBUCION A POSTERIORI Y LA APROXI-
MACION VIA METROPOLIS-HASTINGS.

Distribucién Metro6polis-Hastings
a posteriori
Esperanza 26.650 26.6324
Varianza 2.655 2.6931

TABLA 8.- COMPARACION DE MEDIAS Y VARIANZAS CON EL METO-
DO DE METROPOLIS-HASTINGS

3. Accidentes mortales

Se asume que el nimero de accidentes mortales
que se producen cada afno sigue una distribuciéon de
Poisson independiente (al de otros anos), con una
razén constante y una exposicion cada ano proporcio-
nal al nimero de pasajeros por milla que vuelan. (Se
estima el nimero de pasajeros que vuelan por milla
dividiendo las cantidades apropiadas e ignorando los
errores de redondeo), también se realiza el andlisis
utilizando como distribucién a priori la distribucion a
priori no informativa de Jeffreys.
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Afo Pasajeros por milla
1988 13,980
1989 16,340
1990 14,666
1991 17,000
1992 18,283
1993 18,720
1994 18,820
1995 23,666
1996 7,433
1997 7,107

TABLA 9. PASAJEROS POR MILLA VIENE DADO EN 100 MILLONES.

Se obtendra la distribucién a posteriori, la media,
varianza y un intervalo creible. También se repre-
sentara la distribucion predictiva y se calcularan los
momentos e intervalo creible para el nimero de
accidentes mortales en 1998 bajo la hipétesis de que
25.857x 10" fue realmente el nimero de pasajeros
que volaron ese ano.

Sea X, el nimero de accidentes mortales que se
producen cada afio, entonces X~Po(hz) donde z, es el
ndimero de pasajeros por milla que vuelan cada afo.
Tenemos que la verosimilitud es:

e &P (zn)"

X!

se calcula la distribucién a priori no informativa por la
regla de Jeffreys, por lo que resulta

m (Mo I ]
donde
_ g (01
10=-E (5 5-)

se tiene que

e M (z)"
x|

i

a(xil\)=

tomando logaritmo se obtiene que

log =t (x,12) = x,log z, + x,log A - x\ - log(x,!)

y calculando la derivada parcial con respecto a A
resulta que

Andlisis Bayesiano del modelo de Poisson

0 (log = (x; 1)) B
an -

9 logm (x,10)

oA

i

xiXy
A

> )=

Asi la matriz de informacién esperada de Fisher
sera

-X, ) Z. A\ Z. B
1(x)=-E[ﬁ]=ix')= 1Y
2

Iy Iy

entonces

n)xzn = (z1)

por lo tanto
T(A) z? 3.

La cual claramente se ve que no es una distribu-
cién propia, sin embargo haciendo el céalculo de la
distribucion a posteriori, obviamente como z”* es
constante con respecto a A, vemos que

O
lo cual es el kernel de una distribucion Gamma

n(Mx)=Ga (= x4+, 2 2) -

En la figura 6, se muestra la grafica de la distribu-
cién de la distribucién a posteriori.

80e+10 12e+11
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40e+10
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FIG. 6. GRAFICA DE LA DISTRIBUCION A POSTERIORI PARA EL NUME-
RO DE PASAJEROS POR MILLA.

Esperanza 1.421902e !
Varianza 7.586512e%
1.509223e1,9.19254e'")

Intervalo creible

TABLA 10. MOMENTOS E INTERVALOS CREIBLES PARA LA DISTRIBU-
CION A POSTERIORI.
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Para hallar la predictiva a posteriori se procede
como sigue

N (nx+4)
@(22) rews:+x0)

m(xl x)=ff(x*lk) a(Mx)dh = p—
X T+ (g, 2+

La figura 7, muestra La gréfica de la predictiva a
posteriori.

002 0.03 0.04 005
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FIG. 7. GRAFICA DE LA DISTRIBUCION PREDICATIVA A POSTERIORI
PARA EL NUMERO DE PASAJEROS POR MILLA.

Esperanza 44.1681
Varianza 51.4883
Intervalo creible (31,59)

TABLA 11. MOMENTOS E INTERVALO CREIBLE DE LA DISTRIBUCION
PREDICTIVA A POSTERIORI.

4. Conclusiones

Los modelos estudiados en este articulo son ade-
cuados en vista de que la variaciéon entre cada uno
de ellos es minima respecto a la inferencia realizada.
Por ejemplo para el modelo del apartado 2 se observa
que la media de la distribucién a posteriori es 26.650;
sin embargo al considerar el modelo del apartado 3
esta varia considerablemente, lo cudl es loégico pues
en este modelo de Poisson tomamos la tasa propor-
cional al nimero de pasajeros por milla que vuelan,
mientras que en el modelo del apartado 2 no se tiene
en cuenta este dato.

Mientras que en relacién a la distribucién predicti-
va, basados en la légica, el modelo del apartado 3 es
mas razonable, sin embargo, sabiendo que en 1998 en
realidad ocurrieron 22 accidentes mortales debemos
de destacar que el modelo del apartado 2 es el que
obtiene un valor mas proximo a lo ocurrido, pues por
este modelo se obtuvo una media en torno a 26.650 y

Temas de Ciencia y Tecnologia | mayo - agosto 2008

un intervalo creible préximo a (17,38); mientras que
en el estudio del modelo del apartado 3 se obtuvo una
media de 44.1681 y un intervalo creible de (31,59).

Por otro lado, el intervalo del 95% para el modelo
del apartado 3 es mas grande que para el modelo del
apartado 2, porque en el modelo del apartado 2 se tie-
ne una tasa de accidente esperada constante por afno,
mientras que en el modelo del apartado 3 se tiene una
tasa de accidente esperada que es proporcional al
numero de pasajeros que vuelan por ano.

También podemos destacar del apartado 2, la bue-
na aproximacion a los momentos de la distribucién a
posteriori obtenidos por el método de aproximacion
de Laplace. @
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